Développement : Calculs de sommes de séries alternées.
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Enoncé :

ot ) Yo 2k+1 est convergente et on a

n+1 =2k +1 16

n=0

La série de terme générale

"

Lemme 1 : On a que la série de terme generale 5
n+1

arctan(x) sur | — 1,1].

converge de somme T et f(z) = Y10 (1) 21”:11 =

Démonstration : La Série S (—1)"51= converge, car elle vérifie le critére spécial des séries

In+1
alternées ( avec u, = (—1)" on a bien que u, est alternée, décroissante convergeant vers 0 ).

2n+1 ’

On va introduire la fonction f qui est une série entiére avec f(z) = > (—1)" 22::11. On utilise le

‘ "*3‘ — 1. On a donc
2n+1 n——+o0o

critére de d’Alembert qui nous donne le rayon de convergence :

n+1
a

n

R =1. On a donc que la fonction f est définie et dérivable sur | — 1, 1].
| En effet, une série entiére est toujours dérivable sur son disque de convergence.

On a pour tout z €] — 1, 1],
—+00

1) = Y (-1 =

n=0

1
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Puisque qu’on a f(0) = 0, on en déduit que pour tout x €] — 1, 1], f(z) = arctan z.
On a déja montrer que f est définie en 1. Montrons que f est continue en 1 et on aura notre solution.
Pour tout = € [0, 1], la série définissant f vérifie le critére spécial des séries alternées. On en déduit

+ 2(n+1)+1
que le reste R, (r) = k:z+1(_1)kék+1 vérifie | Ry (2)] < Srmyey < el
On en déduit que la série des reste converge uniformément et donc que la série définie par f converge
uniformément sur [0, 1] et donc est f est limite uniforme de fonction continue [0, 1], donc f est

continue sur [0, 1] et en particulier en 1. On conclut donc que

T
—arctanl = —

Résolution :

Posons, pour tout n € N, u,, = n%l Yo ﬁ On a

1 = 1 1
n p— pr— 1 n .
it n+2]§2k+1 n+2(("+ Ju +2n—|—3)



On en déduit que w, 4 — u, = — (L — un) . Or

n+2 \2n+3
1 — 1 1 «— 1 1 n+1 1
n+1k:02k—|—1 n—|—1k202n—|—1 n+12n+1 2n+1
Donc —u, < —5— +1 et Uy — U, < #2 (2n1+3 2n+1) < 0. Finalement la suite (u,) est décroissante.

De plus, on sait que
2n+1 1

Z +1_anﬁimln2n+1n;\;mlnn

On en déduit que u,, = O (l“”) et en particulier lim w, = 0.
n——+00

On en déduit finalement que la série Y (—1)"u,, converge d’aprés le cssa.

Pour calculer la somme S de cette série, on va procéder comme dans le lemme. On pose g(z) =
Z‘S(—l)"unaz”. On sait que la rayon de convergence de g est supérieur ou égale a 1, car si r = 1,

alors (—1)™u,r™ est bornée car u,, est convergente vers 0. On a déja montrer que la série convergeait en

1 et on av vérifier que g est continue sur [0, 1]. Soit x € [0, 1], alors la série g vérifie le cssa car u,z™ est

a terme positif est décroissant vers 0. On a lors que le reste R! (z) vérifie | R}, (z)] < up 12" < g

pour tout = € [0, 1]. La série converge donc uniformément sur [0, 1] ce qui implique la continuité de

g sur [0,1].

Déterminons maintenant la valeur de g(z). L’expression (—z)" ", ﬁ fait penser a un produit

de Cauchy. Et effectivement, on a , pour x €] — 1, 1]

(; é;?j) (Z ) =N D ().

n=0 n=0

Or pour tout z €]0,1[ , on a

X (=) f T 1 f vzt _arctan/z
1 —~ 2+l

On en déduit que Y720 (n + 1u,(—z)" = ”\gg‘;ﬁ En intégrant entre 0 et z pour x €]0,1[, on
obtient .
Zun(—l)n il . arctan\/_
o Vi(l+1t) t)

La continuité de g en 1 nous permet de dire que S = g(1 fol a\r;tafjr‘[dt On effectue alors le

changement de variable bijectif de classe C' u = v/t qui donne

L9 arct
5= / T = [(arctan )]y = (n/4)”

Finalement, on en déduit que

*i (—1)ni 1)
e \n+1=2k+1) 16



