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Énoncé :

La série de terme générale (−1)n

n+1

∑n
k=0

1
2k+1

est convergente et on a

+∞∑
n=0

(
(−1)n

n+ 1

n∑
k=0

1

2k + 1

)
=

π2

16
.

Lemme 1 : On a que la série de terme générale (−1)n

2n+1
converge de somme π

4
et f(x) =

∑+∞
n=0(−1)n x2n+1

2n+1
=

arctan(x) sur ]− 1, 1[.

Démonstration : La série
∑

(−1)n 1
2n+1

converge, car elle véri�e le critère spécial des séries

alternées ( avec un = (−1)n 1
2n+1

, on a bien que un est alternée, décroissante convergeant vers 0 ).

On va introduire la fonction f qui est une série entière avec f(x) =
∑+∞

n=0(−1)n x2n+1

2n+1
. On utilise le

critère de d'Alembert qui nous donne le rayon de convergence :
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = ∣∣2n+3
2n+1

∣∣ →
n→+∞

1. On a donc

R = 1. On a donc que la fonction f est dé�nie et dérivable sur ]− 1, 1[.
En e�et, une série entière est toujours dérivable sur son disque de convergence.

On a pour tout x ∈]− 1, 1[,

f ′(x) =
+∞∑
n=0

(−1)nx2n =
1

1 + x2
.

Puisque qu'on a f(0) = 0, on en déduit que pour tout x ∈]− 1, 1[, f(x) = arctan x.
On a déjà montrer que f est dé�nie en 1. Montrons que f est continue en 1 et on aura notre solution.
Pour tout x ∈ [0, 1], la série dé�nissant f véri�e le critère spécial des séries alternées. On en déduit

que le reste Rn(x) =
∑+∞

k=n+1(−1)k x2k+1

2k+1
véri�e |Rn(x)| ≤ x2(n+1)+1

2(n+1)+1
≤ 1

2n+3
.

On en déduit que la série des reste converge uniformément et donc que la série dé�nie par f converge
uniformément sur [0, 1] et donc est f est limite uniforme de fonction continue [0, 1], donc f est
continue sur [0, 1] et en particulier en 1. On conclut donc que

f(1) =
+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
= arctan 1 =

π

4
.

Résolution :

Posons, pour tout n ∈ N, un = 1
n+1

∑n
k=0

1
2k+1

. On a

un+1 =
1

n+ 2

n+1∑
k=0

1

2k + 1
=

1

n+ 2

(
(n+ 1)un +

1

2n+ 3

)
.

1



On en déduit que un+1 − un = 1
n+2

(
1

2n+3
− un

)
. Or

un =
1

n+ 1

n∑
k=0

1

2k + 1
≥ 1

n+ 1

n∑
k=0

1

2n+ 1
=

1

n+ 1

n+ 1

2n+ 1
=

1

2n+ 1
.

Donc −un ≤ − 1
2n+1

et un+1−un ≤ 1
n+2

(
1

2n+3
− 1

2n+1

)
≤ 0. Finalement la suite (un) est décroissante.

De plus, on sait que
n∑

k=0

1

2k + 1
≤

2n+1∑
k=1

1

k
∼

n→+∞
ln 2n+ 1 ∼

n→+∞
lnn

On en déduit que un = O
(
lnn
n

)
et en particulier lim

n→+∞
un = 0.

On en déduit �nalement que la série
∑

(−1)nun converge d'après le cssa.
Pour calculer la somme S de cette série, on va procéder comme dans le lemme. On pose g(x) =∑+∞

n=0(−1)nunx
n. On sait que la rayon de convergence de g est supérieur ou égale à 1, car si r = 1,

alors (−1)nunr
n est bornée car un est convergente vers 0. On a déjà montrer que la série convergeait en

1 et on av véri�er que g est continue sur [0, 1]. Soit x ∈ [0, 1], alors la série g véri�e le cssa car unx
n est

à terme positif est décroissant vers 0. On a lors que le reste R′
n(x) véri�e |R′

n(x)| ≤ un+1x
n+1 ≤ un+1

pour tout x ∈ [0, 1]. La série converge donc uniformément sur [0, 1] ce qui implique la continuité de
g sur [0, 1].
Déterminons maintenant la valeur de g(x). L'expression (−x)n

∑n
k=0

1
2k+1

fait penser à un produit
de Cauchy. Et e�ectivement, on a , pour x ∈]− 1, 1[(

+∞∑
n=0

(−x)n

2n+ 1

)(
+∞∑
n=0

(−x)n

)
=

+∞∑
n=0

n∑
k=0

(−x)k

2k + 1
(−x)n−k =

+∞∑
n=0

(n+ 1)un(−x)n.

Or pour tout x ∈]0, 1[ , on a

+∞∑
n=0

(−x)n

2n+ 1
=

+∞∑
n=0

(−1)n
√
x
2n

2n+ 1
=

1√
x

+∞∑
n=0

√
x
2n+1

2n+ 1
=

arctan
√
x√

x
.

On en déduit que
∑+∞

n=0(n + 1)un(−x)n = arctan
√
x√

x(1+x)
. En intégrant entre 0 et x pour x ∈]0, 1[, on

obtient
+∞∑
n=0

un(−1)nxn+1 = xg(x) =

∫ x

0

arctan
√
t√

t(1 + t)
dt.

La continuité de g en 1 nous permet de dire que S = g(1) =
∫ 1

0
arctan

√
t√

t(1+t)
dt. On e�ectue alors le

changement de variable bijectif de classe C1 u =
√
t qui donne

S =

∫ 1

0

2 arctanu

1 + u2
du = [(arctanu)2]10 = (π/4)2.

Finalement, on en déduit que
+∞∑
n=0

(
(−1)n

n+ 1

n∑
k=0

1

2k + 1

)
=

π2

16
.
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